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Construction itérativ e : in tuition
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A = w1(A)
[

w2(A)
[

w3(A)
[

w4(A)

A =
[

wi (A) = W(A)

Les wi �rétrécissen t� la forme à c haque itération et A est in v arian t par W .
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IFS : Iterated F unction Systems � Système de fonctions itérées

Mot-clé : A ttracteur
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Base théorique : le théorème du p oin t �xe

w : X �! X (X; d) un espace métrique complet

w est Lipsc hitz ssi

8x; y 2 X d(w(x); w(y)) � sd(x; y)

Si 0 < s < 1, w est con tractan te, il existe un unique

p oin t �xe ou attracteur x0, tel que w(x0) = x0

8x 2 X; lim
n!1

wn(x) = x0
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Dans l'espace des sous-ensem ble du plan

N fonctions wn : X �! X; n 2 f 1; 2; : : : ; Ng

L'op érateur de Hutc hinson W :

8 K � F; W (K ) =
S

n2[0;N ] wn(K )

Si les wn son t con tractan tes, alors W est con tractan te vis-à-vis de

la distance de Hausdor� : il existe un attracteur unique A , tel que

W(A) = A

dH (A; B ) = max[max
x 2 A

(min
y2 B

d(x; y)) ; max
y2 B

(min
x 2 A

d(x; y))]

. . .

Construction itérativ e à l'aide de la transformation .
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La distance de Hausdor�

dH (A; B ) = max[max
x2A

(min
y2B

d(x; y)); max
y2B

(min
x2A

d(x; y))]

dH (A; B ) = max[max
x2A

d(x; B ); max
y2B

d(A; y)]

Autre dé�nition :

Soit A � = f x tq d(x; A) � � g

dH (A; B ) = inf f � tq A � B � et B � A � g
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Propriétés de la distance de Hausdor�

� Si A = B dH (A; A) = 0

� Si A et B son t des p oin ts dH (A; B ) = d(A; B )

A B A B

eA eB
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La distance de Hausdor� est parfois con tre-in tuitiv e
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F acteur de con tractance de W vis à vis de la distance de Hausdor�

W(A) =
S

wi (A); W(B) =
S

wi (B )

Les wi son t con tractan tes : 8i; 8x; y d(wi (x); wi (y)) � cid(x; y)

dH (W(A); W(B)) � CdH (A; B ) a v ec C = maxf cig

Soit � = dH (A; B ) , alors A � B � et B � A �

8i w i (A) � wi (B � ) � [wi (B )]ci � � [
[

wi (B )]ci �

) W(A) =
[

wi (A) � [W(B)]C�

De même, on démon tre W(B) � [W(A)]C�

Comme dH (A; B ) = inf f � tq A � B � et B � A � g ) dH (W(A); W(B)) � CdH (A; B
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Génération des attracteurs

� Métho de sto chastique : toss-c oin ou chaos-game

Soit x1 le p oin t �xe de w1

On construit la suite de p oin ts xn

xn+1 = wi (xn)

wi c hoisi aléatoiremen t dans f 1::N g a v ec probabilité piS
f xng appro xime A

� Métho de déterministe :

A partir d'un no y au S0 = f x0g on construit la suite d'ensem bles f Sng

Sn+1 = W(Sn) =
[

n

wn(Sn)

Quand n �! 1 , Sn �! A (10 à 20 itérations)
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Exemple : fonctions a�nes con tractan tes

wi (x; y) =
�

ai bi

ci di

� �
x
y

�
+

�
ei

f i

�

F ougère de Barnsley F euille
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A ttracteurs et mesures self-homographiques

0

@
x0

y0

t0

1

A =

0

@
a b e
c d f
g h 1

1

A

0

@
x
y
1

1

A

wi (x; y) =

 
x0

t0
y0

t0

!
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A ttracteurs self-sin usoidaux

wi (x; y) =
�

acosx + bsiny + e
ccosx + dsiny + f

�

12



Usage de fonctions non-linéaires

w1(x; y) =
� p

j sin (cos 0:90856� log(1 + jxj)) j
siny

�

w2(x; y) =
�

cos(cos(
p

jxj))
cos(log(1 +jyj))

�

w3(x; y) =
�

log(1 + j cos(log(1 +jy + xj)) j)p
jsin0:084698j

�

w4(x; y) =
�

log(1 + j sin(
p

j0:565372j)j)p
j0:81366� ((log(1 + j0:814259j)) � cosy)j

�

w5(x; y) =
�

log(1 + j
p

j0:747399 + cosyjj )
sin 0:73624

0:0001+ j0:264553� y+0 :581647+xj

�
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Dimension fractale des attracteurs

A =
N[

i=1

wi (A)

Si les wi son t des bijections telles que 8i; j; i 6= j w i (A)
T

wi (A) = ;

(attracteur totalemen t disconnecté), a y an t le même co e�cien t le con traction � .

Alors la dimension de b oîtes et la dimension de Hausdor� son t :

DH = DB = �
logN
log�
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Dimension de Hausdor�

mesure S-dimensionnelle : H s(A) =
NX

i=1

H s(wi (A)) =
NX

i=1

� sH s(A)

Soit s = D dimH (A)

(la dimension est supp osée �nie) :

N� s = 1 ) logN + s log� = 1

s = �
logN
log�
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Dimension de b oîtes

dimB (F ) = � lim
� ! 0

logN� (F )
log�

Soit d le diamètre de la plus p etite b oule B0 qui recouvre F , on construit la suite de

recouvremen ts suiv an ts :

� F � B0

� F =
S

wi (F ) �
S

wi (B0)
! N1(F ) = N (nom bre de fonctions) et � 1 = �d (facteurs de con tractance homogènes)

...

� F =
S S

:::
S

wi1(wi2(:::wik(F ))) �
S S

:::
S

wi1(wi2(:::wik(B0)))
! Nk(F ) = N k

et � k = � kd

dimB (F ) = � lim
k!1

klogN
klog� + logd

= �
logN
log�

16



Mesures in v arian tes

On asso cie une probabilité pi à c haque wi ,

P N
i=1 pi = 1

On dé�nit la suite de mesures � n suiv an te :

8B � n+1 (B ) =
NX

i=1

pi � n(w� 1
i (B ))

8� 0 � n ! �

� est la mesure in v arian te telle que :

� (B ) =
NX

i=1

pi � (w� 1
i (B ))

Le supp ort de la mesure in v arian te est l'attracteur des wi : supp(� ) = A .
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Images en niv eaux de gris

La mesure in v arian te des (wi ; pi) est représen tée par une image en niv eaux de gris

telle que p our tout pixel (i; j ) :

A(i; j ) =
NX

k=1

pkA(w� 1
k (i; j ))

� A(i; j ) est n ulle à l'extérieur de l'attracteur des wi ,

� A(i; j ) �colore� l'in térieur de l'attracteur des wi .
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Exemple
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Algorithmes de génération de mesures in v arian tes

Même princip e que p our les attracteurs.

Métho de globale : on farique la suite de mesures � n (=images) qui tend v ers � .

+

p   w  (  )

p   w  (  )

p   w  (  )

n

n

n

1 1

2 2

n n

...

n nn n+1

T oss coin a v ec probabilités

� wi est tirée a v ec la probabilité pi .

� on compte le nom bre de fois où l'orbite xn passe par c haque p oin t de l'image

! coloration de A .
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Applications à la syn thèse de textures

Si les probabilités dép enden t de la p osition dans l'espace pi (x) , on p eut générer une grande

v ariété de textures.

Exemple a v ec l'IFS remplissan t le carré :

w1(x; y) = (0; 5x + 0; 5; 0; 5y + 0; 5)
w2(x; y) = (0; 5x + 0; 5; 0; 5y � 0; 5)

w3(x; y) = (0; 5x � 0; 5; 0; 5y + 0; 5)
w4(x; y) = (0; 5x � 0; 5; 0; 5y � 0; 5)

Probabilités p olynômiales en x et y Probabilité prop ortionnelle à la distance

au cen tre de l'image.
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Problème in v erse p our les IFS

Pour une forme donné e, tr ouver l'ensemble de fonctions c ontr actantes dont l'attr ac-

teur appr oxime au mieux c ette forme, au sens d'une mesur e d'err eur pr é dé�nie

� Enco dage de formes à l'aide de très p eu de paramètres.

� Déco dage à n'imp orte quelle éc helle.

	 Problème extrêmemen t complexe.
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Théorème du collage

Soit A l'attracteur de l'IFS W :

8K � X; dH (K; W (K )) < " ) dH (K; A ) <
"

1 � c

c = maxf cig étan t le plus grand des facteurs de con tractance ci des wi .

Supp osons dH (K; W (K )) � � alors dH (W(K ); W 2(K )) � cdH (K; W (K )) � c�

dH (K; A ) � dH (K; W (K )) + dH (W(K ); W 2(K )) + ::: + dH (W m(K ); A) 8m

� � + c� + ::: + cm� 1� + dH (W m(K ); A)
� (1 + c + c2 + ::: + cm� 1)� + dH (W m(K ); A)

�
1 � cm

1 � c
� + dH (W m(K ); A)

P our m ! 1 dH (W m(K ); A) ! 0 ) dH (K; A ) < "
1� c
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Le problème in v erse p our les IFS : métho des de résolution

� Espace de rec herc he Stratégies

� fonctions a�nes en nom bre �xé déterministe, recuit sim ulé, �

� fonctions a�nes en nom bre v ariable algorithmes év olutionnaires, �

� fonctions non-a�nes en nom bre v ariable GP . �

� F onction à optimiser

� fondée sur le théorème du collage,

� fondée sur le calcul direct de l'attracteur (toss-coin),

� con train tes : les wi doiv en t être con tractan tes,

� con train tes additionnelle p our réduire les calculs : les p oin ts �xes des wi doiv en t ap-

partenir à la cible.

24



Les p oin ts �xes de wi

Ils appartiennen t forcémen t à l'attracteur des f wig.

A =
[

wi (A) , 8 y 2 A 9i et x 2 A tq y = wi (x)

En particulier p our les x i , tels que x i = wi (x i ) .

Il a été mon tré (M. Dekking) que sous

certaines h yp othèses sur les fonctions,

les p oin ts �xes son t placés sur la fron-

tière de A .
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Déplacemen t des p oin ts �xes

Une légère mo di�cation sur les fonctions donne des attracteurs de formes �v oisines.�
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Applications

� Compression de signaux et d'images.

� Syn thèse d'images, morphing de formes.

� Représen tation fonctionnelle de signaux de parole.

� Génération de signaux à régularité prescrite

(in terp olation fractale par des IFS généralisés).

� W atermarking.

� Optimisation de formes mé c aniques r epr ésenté es p ar des IFS.
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Applications en syn thèse d'images

Les IFS non-a�nes son t graphique-

men t plus in téressan ts.

Mais l'espace des �b eaux� IFS non-

linéaires est très disp ersé.

=) Design graphique fondé sur :

représen tation de W par arbre PG

+ év olution in teractiv e.
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Morphing d'IFS

A partir de deux attracteurs f vig et f wig on crée la suite d'attracteurs :

� 2 [0; 1] f �v i + (1 � � )wig
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INTERPOLA TION FRA CT ALE

A partir d'un ensem ble de p oin ts caractéristiques : f (x i ; yi ) 2 [0; 1]� [a; b]; i = 0; 1; : : : ; N

on dé�nit N con tractions wi sur [0; 1]� [a; b](�1 < a < b < +1 )

wi (x; y) = ( L i (x); Fi (x; y))

� L i est la con traction qui en v oie [0; 1] sur [x i � 1; x i ]
� Fi : [0; 1]� [a; b] ! [a; b] est une con traction selon y telle que :

Fi (x0; y0) = yi � 1 et Fi (xN ; yN ) = yi

L'attracteur de cet IFS est une fonction fractale con tin ue qui interp ole les (x i ; yi )
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In terp olation fractale

0 xn xn+1 1

Ln
a

b

� On �comprime� suiv an t x a v ec Ln .

� On �recopie� les éc han tillons dans

le n ième

in terv alle de façon à

conserv er la con tin uité en xn et

xn+1 .
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In terp olation fractale a�ne

Pratiquemen t, on considère les wn sous la forme :

wn

�
x
y

�
=

�
an 0
bn cn

� �
x
y

�
+

�
un

vn

�

a v ec jcnj < 1

v éri�an t wn

�
x0

y0

�
=

�
xn+1

yn+1

�

et wn

�
xN

yN

�
=

�
xn

yn

�

) an et un son t dé�nis uniquemen t par :

an = xn� 1� xn
x0� xn

un = xn� 1 � anx0

) bn et vn dép enden t de cn

On p eut donc générer un ensem ble de fonctions in terp olan t les (xn; yn) .

Les cn son t des paramètres qui p ermetten t d'a juster la dimension fractale de la fonction

in terp olan te.
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Dimension de b oîte de la fonction in terp olan te

Si les p oin ts son t équidistan ts : xn = n
N n 2 [0; N ]

alors an =
1
N

et un =
n � 1

N

Les wn s'écriv en t :

wn

�
x
y

�
=

� 1
N 0
bn cn

� �
x
y

�
+

� n� 1
N
vn

�

La dimension de b oîte de la courb e in terp olan te est :

dimB (F ) = 1 +
log(c1 + ::: + cN )

logN
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COMPRESSION D'IMA GES

34

Compression fractale d'images = problème in v erse p our les IFS en 3D ! !

Princip e : résoude un problème in v erse p our une image en niv eaux de gris.
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i

j

NG

������

L'ensem ble à appro ximer est dans R 3

.

� Même princip e que p our l'in terp olatio n fractale :

on v eut fabriquer une napp e et non un esem ble 3D quelconque.

� Hyp othèses restrictiv es p our simpli�er le problème in v erse.
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Compression IFS : princip e

Co dage : résolution du problème in v erse simpli�é.

Co de : paramètres de dé�nition des fonctions des IFS.

Déco dage : calcul de l'attracteur par itérations à partir de n'imp orte quelle image de départ.

8K A = lim
n!1

W n(K )

36



Compression d'images à l'aide de PIFS

On c herc he un IFS 3D simplifé : z = niv eaux de gris.

� wi (x; y; z) = ( vi (x; y); t i (z)) , a v ec vi et t i des fonctions a�nes.

� La part géometrique, vi , est lo calisée (PIFS) :

vi : D i ! Ri , les �ranges� Ri et les �domains� D i son t carrés en général.
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PIFS = IFS partitionnés

wi

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
ai bi 0
ci di 0
0 0 si

1

A

0

@
x
y
z

1

A +

0

@
ei

f i

oi

1

A

wi restrein t à D i � I w i (D i ) = Ri

P our a v oir une image à c haque itération de l'op érateur de Hutc hinson W , on doit a v oir :

[
Ri = I et 8i 6= j; R i

\
Rj = ;

38

Résolution du problème in v erse p our les PIFS

P our c haque couple (D i ; Ri ) on p eut calculer les paramètres de la transformation a�ne :

� par calcul géométrique p our vi (cad ai ; bi ; ci ; di ; ei ; f i ),

� par minimisation de l'erreur aux moindres carrés p our la transformation sur les niv eaux

de gris :

(si ; oi ) = argmin f
X

(x;y)2D j

(sI (x; y) + o � I [wj (x; y)])2g

Il reste a trouv er les couples (D i ; Ri ) tels que les f Rig formen t une partition de l'image.

C'est une optimisation com binatoire, on minimise :

Err (D i ; Ri ) =
X

(x;y)2D j

(si I (x; y) + oi � I [wj (x; y)])2

39

Stratégies de partitionnemen ts

P artitionnemen t uniforme régulier :

les Ri son t 4 fois plus p etits que les di .

P artitonnemen t HV :

les Ri et les D i son t des rectangles

P artitionnemen t en triangles

(Delauna y)
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Princip e des partitionnemen ts de t yp e quadtree

� P our c haque Ri , on c herc he un domaine D i plus grand, et un t i qui transforme correcte-

men t les niv eaux de gris de D i en ceux de Ri (erreur aux moindres carrés).

� S'il n'existe pas de D i remplissan t les conditions, Ri est divisé en blo cs plus p etits, et la

rec herc he se p oursuit.

41

P artitionnemen ts en quadtree

Quadtree

T riangulaire

Rectangulaire HV

P olygonal

42

Améliorations

� Pré-classi�cation des blo cs : suiv an t le t yp e de Ri (con tour régulier, con tour irrégulier,

texture, uniforme), on rec herc he des blo cs D i de même t yp e.

� Utilisation de transformations en niv eaux de gris non linéaires : le calcul lo cal se complique.

� Com binaison linéaire des informations pro v enan t de plusieurs blo cs.

� Hybridation a v ec une DCT ou une transformée en ondelettes.

43

La décompression est extrêmemen t rapide

Applications successiv es de la tranformation W à partir de n'imp orte quelle image.
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Décompression

Métho de de Jacquin (partition carrée)

P artition en triangles
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Le �c hier comprimé

Le �c hier comprimé est un co dage de l'IFS, il con tien t :

� la partition Ri ,

� les D i corresp ondan ts (indéxés),

� les paramètres t i (deux v aleurs réelles).

En outre des pre- (�ltrages) et p ost-traitemen ts (compression de �c hier) p ermetten t de

réduire la taille des �c hiers comprimés.

46

Comparaisons SNR a v ec d'autres métho des de compression

A Comp arison of F r actal Metho ds with DCT and W avelets, Fisher et al, SPIE 2304, 1994.
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Comparaisons visuelle, taux de compression ' 58
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Zo om fractal

Zo om fractal Zo om ImageMagic k

� 2

� 4

� 16
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W A TERMARKING

50

W atermarking - princip e

But : iden ti�er le propriétaire de données n umériques.

P our les images, la marque doit être :

� non lo calisée (caractère holographique),

� indécelable visuellemen t,

� robuste :

� à la compression/décompression,

� à la transmission,

� aux distorsions géométriques (in ten tionnelles ou non),

� aux bruits et �ltrages,

� aux attaques frauduleuses.
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V o cabulaire

W atermarking : le fait d'attac her une marque aux donnés, corresp ondan t à l'iden tité du

propriétaire des droits d'auteurs.

Auth ten ti�cation ou signature digitale : faire la preuv e que le message reçu parvien t bien

d'un certain exp éditeur (fonctions de hac hage).

Fingerprin ting : le fait de laisser une emprein te à c haque fois que les données son t lues ou

déco dées (suivi d'images, détection de piratage).

Stéganographie : l'art de cac her des messages (en général le message p orteur est construit

en fonction du message cac hé).
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Sc héma des données marquées

avec
Compression

perte

Distorsions
geometriques

Filtrages et
traitements

divers

Conversions
N/A et A/N

Image ou signal marque

Image ou signal marque et distordu

Distorsions ou attaques classiques

Transmission

Transmission
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Ev aluation des tec hniques de w atermarking

� Robustesse

bruit - distorsions

compression/décompression

transformations géométriques

� Indécelabilité

à l'o euil

par traitemen t n umérique

� asp ect holographique

marque non lo calisée

utilisation d'une partie seulemen t de l'image

� Authen ti�cation certitude de présence ou d'absence de marque.

� Résistance aux fraudes

marquages m ultiples,

maques am bigües,

destruction de la marque,

collisions (a v ec plusieurs images marquées di�éremmen t).
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Deux grandes familles de métho des

� Les métho des spatiales : tags, patc h w orks.

! F aiblesses vis-à-vis des transformations géométriques et aux �ltrages

� Les métho des fréquencielles : la marque est insérée sur la tranformée

(F ourier, Ondelettes, DCT).

! Une meilleure robustesse

frequence
en

Transformee Insertion
de la

marque

Transformee
inverse

Image
X(i,j)

Image marquee
X'(i,j)

Marque
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W atermarking à base de compression fractale

Algorithme de marquage :

� L'image est divisée en blo cs de taille �xée, Ri de taille n � n .

� Les D i son t de taille 2n � 2n .

� Le co dage fractal classique assio cie à c haque Ri le D j qui minimise Err (Ri ; D j ) .

� P our c haque Ri la rec herc he du D j est restrein te à un v oisinage donné :
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Ri

Di

V
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Inclusion de la marque

Soit S = f s0; ::::s31g une marque de 32 bits, incluse a v ec une redondance U .

P our c haque bit sk de la marque, on c hoisit aléatoiremen t U blo cs Ri ,

le c hoix se fait par une métho de conn ue seulemen t par l'utilisateur (clé secrète).

Le v oisinage lo cal V est divisé en deux sous domaines V0 et V1, tels que V0
S

V1 = V .
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� si sk = 0 D j est rec herc hé dans V0,

� si sk = 1 D j est rec herc hé dans V1,

� p our les autres blo cs, D j est rec herc hé dans V .

L'image marquée est alors l'attracteur de cet IFS. ! Elle di�ère de l'image originale.

57

Authen ti�cation

� On accède aux Ri donnés par l'utilisateur.

� Suiv an t la région dans laquelle on trouv e l'an técéden t des Ri , on p eut reconstituer la

signature S.

sk est estimé à 0 ou 1 en fonction du nom bre de blo cs redondan ts iden tiques

(utilisation d'un seuil).
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Robustesse

T ests a v ec des blo cs de taille n = 4 et redondance U = 50 ou n = 8 et U = 25.

Signature de 32 bits sur Lena 256� 256.

! Robustesse à une compression/décompression JPEG (erreur jusqu'à 50%) + �ltrage

passe-bas (blurring 3 � 3) : les 32 bits de la marque son t correctemen t retrouv és

(résultats un p eu meilleurs p our n = 8 ).

Mais la métho de ne résiste pas à des transformations géométriques (p erte des blo cs).

Amélioration en emplo y an t un partitionnemen t triangulaire ancré sur des p oin ts d'in térêt.
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