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Constru
tion itérative : intuition
w1

w2 w3
w4

w1
w2

w3

w4

A = w1(A)
⋃

w2(A)
⋃

w3(A)
⋃

w4(A)

A =
⋃

wi(A) = W (A)

Les wi �rétré
issent� la forme à 
haque itération et A est invariant par W .
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IFS : Iterated Fun
tion Systems � Système de fon
tions itérées

Mot-
lé : Attra
teur ||||||||||||||||
Base théorique : le théorème du point �xe

w : X −→ X (X, d) un espa
e métrique 
omplet
w est Lips
hitz ssi

∀x, y ∈ X d(w(x), w(y)) ≤ sd(x, y)Si 0 < s < 1, w est 
ontra
tante, il existe un uniquepoint �xe ou attra
teur x0, tel que w(x0) = x0

∀x ∈ X, lim
n→∞

wn(x) = x0
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Dans l'espa
e des sous-ensemble du plan

N fon
tions wn : X −→ X, n ∈ {1, 2, . . . , N}L'opérateur de Hut
hinson W :

∀ K ⊂ F, W (K) =
⋃

n∈[0,N ] wn(K)Si les wn sont 
ontra
tantes, alors W est 
ontra
tante vis-à-vis dela distan
e de Hausdor� : il existe un attra
teur unique A, tel que

W (A) = A

dH(A, B) = max[max
x∈A

(min
y∈B

d(x, y)), max
y∈B

(min
x∈A

d(x, y))]

. . .Constru
tion itérative à l'aide de la transformation .
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La distan
e de Hausdor�

dH(A, B) = max[max
x∈A

(min
y∈B

d(x, y)), max
y∈B

(min
x∈A

d(x, y))]

dH(A, B) = max[max
x∈A

d(x, B), max
y∈B

d(A, y)]

Autre dé�nition :Soit Aǫ = {x tq d(x, A) ≤ ǫ}

dH(A, B) = inf{ǫ tq A ⊂ Bǫ et B ⊂ Aǫ}
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Propriétés de la distan
e de Hausdor�

� Si A = B dH(A, A) = 0� Si A et B sont des points dH(A, B) = d(A, B)

A B A B

εA εB
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La distan
e de Hausdor� est parfois 
ontre-intuitive
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Fa
teur de 
ontra
tan
e de W vis à vis de la distan
e de Hausdor�

W (A) =
⋃

wi(A), W (B) =
⋃

wi(B)Les wi sont 
ontra
tantes : ∀i, ∀x, y d(wi(x), wi(y)) ≤ cid(x, y)

dH(W (A), W (B)) ≤ CdH(A, B) ave
 C = max{ci}

Soit ǫ = dH(A, B), alors A ⊂ Bǫ et B ⊂ Aǫ

∀i wi(A) ⊂ wi(Bǫ) ⊂ [wi(B)]ciǫ ⊂ [
⋃

wi(B)]ciǫ

⇒ W (A) =
⋃

wi(A) ⊂ [W (B)]CǫDe même, on démontre W (B) ⊂ [W (A)]CǫComme dH(A, B) = inf{ǫ tq A ⊂ Bǫ et B ⊂ Aǫ} ⇒ dH(W (A), W (B)) ≤ CdH(A, B
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Génération des attra
teurs

� Méthode sto
hastique : toss-
oin ou 
haos-gameSoit x1 le point �xe de w1On 
onstruit la suite de points xn

xn+1 = wi(xn)

wi 
hoisi aléatoirement dans {1..N} ave
 probabilité pi
⋃

{xn} approxime A

� Méthode déterministe :A partir d'un noyau S0 = {x0} on 
onstruit la suite d'ensembles {Sn}

Sn+1 = W (Sn) =
⋃

n

wn(Sn)Quand n −→ ∞, Sn −→ A (10 à 20 itérations)
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Exemple : fon
tions a�nes 
ontra
tantes
wi(x, y) =

(

ai bi

ci di

)(

x

y

)

+

(

ei

fi

)

Fougère de Barnsley Feuille
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Attra
teurs et mesures self-homographiques





x′

y′

t′



 =





a b e

c d f

g h 1









x

y

1





wi(x, y) =

(

x′

t′

y′

t′

)11

Attra
teurs self-sinusoidaux

wi(x, y) =

(

a cos x + b sin y + e

c cos x + d sin y + f

)
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Usage de fon
tions non-linéaires

w1(x, y) =

( √

| sin (cos 0.90856 − log(1 + |x|))|
sin y

)

w2(x, y) =

(

cos(cos(
√

|x|))
cos(log(1 + |y|))

)

w3(x, y) =

(

log(1 + | cos(log(1 + |y + x|))|)
√

|sin0.084698|

)

w4(x, y) =

(

log(1 + | sin(
√

|0.565372|)|)
√

|0.81366 − ((log(1 + |0.814259|)) ∗ cos y)|

)

w5(x, y) =

(

log(1 + |
√

|0.747399 + cos y||)
sin 0.73624

0.0001+|0.264553∗y+0.581647+x|

)
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Dimension fra
tale des attra
teurs
A =

N
⋃

i=1

wi(A)

Si les wi sont des bije
tions telles que ∀i, j, i 6= j wi(A)
⋂

wi(A) = ∅(attra
teur totalement dis
onne
té), ayant le même 
oe�
ient le 
ontra
tion λ.

Alors la dimension de boîtes et la dimension de Hausdor� sont :

DH = DB = −
logN

logλ
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Dimension de Hausdor�

mesure S-dimensionnelle : Hs(A) =
N
∑

i=1

Hs(wi(A)) =
N
∑

i=1

λsHs(A)

Soit s = DdimH(A) (la dimension est supposée �nie) :

Nλs = 1 ⇒ logN + s logλ = 1

s = −
logN

logλ
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Dimension de boîtes

dimB(F ) = − lim
δ→0

logNδ(F )

logδSoit d le diamètre de la plus petite boule B0 qui re
ouvre F , on 
onstruit la suite dere
ouvrements suivants :

• F ⊂ B0

• F =
⋃

wi(F ) ⊂
⋃

wi(B0)

→ N1(F ) = N (nombre de fon
tions) et δ1 = λd (fa
teurs de 
ontra
tan
e homogènes)...

• F =
⋃⋃

...
⋃

wi1(wi2(...wik(F ))) ⊂
⋃⋃

...
⋃

wi1(wi2(...wik(B0)))

→ Nk(F ) = Nk et δk = λkd

dimB(F ) = − lim
k→∞

klogN

klogλ + logd
= −

logN

logλ

16



Mesures invariantes

On asso
ie une probabilité pi à 
haque wi, ∑N
i=1 pi = 1On dé�nit la suite de mesures νn suivante :

∀B νn+1(B) =

N
∑

i=1

piνn(w−1
i (B))

∀ν0 νn → µ

µ est la mesure invariante telle que :

µ(B) =
N
∑

i=1

piµ(w−1
i (B))Le support de la mesure invariante est l'attra
teur des wi : supp(µ) = A.
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Images en niveaux de gris

La mesure invariante des (wi, pi) est représentée par une image en niveaux de gristelle que pour tout pixel (i, j) :

A(i, j) =

N
∑

k=1

pkA(w−1
k (i, j))

� A(i, j) est nulle à l'extérieur de l'attra
teur des wi,� A(i, j) �
olore� l'intérieur de l'attra
teur des wi.
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Exemple

19

Algorithmes de génération de mesures invariantes

Même prin
ipe que pour les attra
teurs.Méthode globale : on farique la suite de mesures νn (=images) qui tend vers µ.

+

p   w  (  )

p   w  (  )

p   w  (  )

ν

ν

ν

1 1

2 2

n n

...

ν νn n+1

Toss 
oin ave
 probabilités� wi est tirée ave
 la probabilité pi.� on 
ompte le nombre de fois où l'orbite xn passe par 
haque point de l'image

→ 
oloration de A.
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Appli
ations à la synthèse de textures

Si les probabilités dépendent de la position dans l'espa
e pi(x), on peut générer une grandevariété de textures.

Exemple ave
 l'IFS remplissant le 
arré : w1(x, y) = (0, 5x + 0, 5, 0, 5y + 0, 5)

w2(x, y) = (0, 5x + 0, 5, 0, 5y − 0, 5)

w3(x, y) = (0, 5x − 0, 5, 0, 5y + 0, 5)

w4(x, y) = (0, 5x − 0, 5, 0, 5y − 0, 5)

Probabilités polyn�miales en x et y Probabilité proportionnelle à la distan
eau 
entre de l'image.
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Problème inverse pour les IFS

Pour une forme donnée, trouver l'ensemble de fon
tions 
ontra
tantes dont l'attra
-teur approxime au mieux 
ette forme, au sens d'une mesure d'erreur prédé�nie

⊕ En
odage de formes à l'aide de très peu de paramètres.
⊕ Dé
odage à n'importe quelle é
helle.
⊖ Problème extrêmement 
omplexe.
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Théorème du 
ollage

Soit A l'attra
teur de l'IFS W :

∀K ⊂ X, dH(K, W (K)) < ε ⇒ dH(K, A) <
ε

1 − c

c = max{ci} étant le plus grand des fa
teurs de 
ontra
tan
e ci des wi.Supposons dH(K, W (K)) ≤ ǫ alors dH(W (K), W 2(K)) ≤ cdH(K, W (K)) ≤ cǫ

dH(K, A) ≤ dH(K, W (K)) + dH(W (K), W 2(K)) + ... + dH(W m(K), A) ∀m

≤ ǫ + cǫ + ... + cm−1ǫ + dH(W m(K), A)

≤ (1 + c + c2 + ... + cm−1)ǫ + dH(W m(K), A)

≤
1 − cm

1 − c
ǫ + dH(W m(K), A)Pour m → ∞ dH(W m(K), A) → 0 ⇒ dH(K, A) < ε

1−c
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Le problème inverse pour les IFS : méthodes de résolution

• Espa
e de re
her
he Stratégies� fon
tions a�nes en nombre �xé déterministe, re
uit simulé, �� fon
tions a�nes en nombre variable algorithmes évolutionnaires, �� fon
tions non-a�nes en nombre variable GP. �

• Fon
tion à optimiser� fondée sur le théorème du 
ollage,� fondée sur le 
al
ul dire
t de l'attra
teur (toss-
oin),� 
ontraintes : les wi doivent être 
ontra
tantes,� 
ontraintes additionnelle pour réduire les 
al
uls : les points �xes des wi doivent ap-partenir à la 
ible.
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Les points �xes de wi

Ils appartiennent for
ément à l'attra
teur des {wi}.

A =
⋃

wi(A) ⇔ ∀y ∈ A ∃i et x ∈ A tq y = wi(x)En parti
ulier pour les xi, tels que xi = wi(xi).
Il a été montré (M. Dekking) que sous
ertaines hypothèses sur les fon
tions,les points �xes sont pla
és sur la fron-tière de A.
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Dépla
ement des points �xes

Une légère modi�
ation sur les fon
tions donne des attra
teurs de formes �voisines.�
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Appli
ations

� Compression de signaux et d'images.� Synthèse d'images, morphing de formes.� Représentation fon
tionnelle de signaux de parole.� Génération de signaux à régularité pres
rite(interpolation fra
tale par des IFS généralisés).� Watermarking.� Optimisation de formes mé
aniques représentées par des IFS.
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Appli
ations en synthèse d'images
Les IFS non-a�nes sont graphique-ment plus intéressants.

Mais l'espa
e des �beaux� IFS non-linéaires est très dispersé.

=⇒ Design graphique fondé sur :représentation de W par arbre PG+ évolution intera
tive.
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Morphing d'IFS

A partir de deux attra
teurs {vi} et {wi} on 
rée la suite d'attra
teurs :

α ∈ [0, 1] {αvi + (1 − α)wi}

29

INTERPOLATION FRACTALE

A partir d'un ensemble de points 
ara
téristiques : {(xi, yi) ∈ [0, 1] × [a, b], i = 0, 1, . . . , Non dé�nit N 
ontra
tions wi sur [0, 1] × [a, b](−∞ < a < b < +∞)

wi(x, y) = (Li(x), Fi(x, y))

◦ Li est la 
ontra
tion qui envoie [0, 1] sur [xi−1, xi]

◦ Fi : [0, 1] × [a, b] → [a, b] est une 
ontra
tion selon y telle que :

Fi(x0, y0) = yi−1 et Fi(xN , yN) = yiL'attra
teur de 
et IFS est une fon
tion fra
tale 
ontinue qui interpole les (xi, yi)
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Interpolation fra
tale
0 xn xn+1 1

Ln
a

b

• On �
omprime� suivant x ave
 Ln.
• On �re
opie� les é
hantillons dansle nième intervalle de façon à
onserver la 
ontinuité en xn et

xn+1.
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Interpolation fra
tale a�ne

Pratiquement, on 
onsidère les wn sous la forme :

wn

(

x

y

)

=

(

an 0

bn cn

)(

x

y

)

+

(

un

vn

)

ave
 |cn| < 1véri�ant wn

(

x0

y0

)

=

(

xn+1

yn+1

) et wn

(

xN

yN

)

=

(

xn

yn

)

⇒ an et un sont dé�nis uniquement par :

an = xn−1−xn

x0−xn

un = xn−1 − anx0

⇒ bn et vn dépendent de cnOn peut don
 générer un ensemble de fon
tions interpolant les (xn, yn).Les cn sont des paramètres qui permettent d'ajuster la dimension fra
tale de la fon
tioninterpolante.
32



Dimension de boîte de la fon
tion interpolante

Si les points sont équidistants : xn = n
N

n ∈ [0, N ]alors an =
1

N

et un =
n − 1

NLes wn s'é
rivent :

wn

(

x

y

)

=

(

1
N

0

bn cn

)(

x

y

)

+

(

n−1
N

vn

)

La dimension de boîte de la 
ourbe interpolante est :

dimB(F ) = 1 +
log(c1 + ... + cN)

logN

33 COMPRESSION D'IMAGES34

Compression fra
tale d'images = problème inverse pour les IFS en 3D ! !

Prin
ipe : résoude un problème inverse pour une image en niveaux de gris.
�������������������������
�������������������������
�������������������������
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�������������������������
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�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������
�������������������������

i

j

NG

������ L'ensemble à approximer est dans R
3.

� Même prin
ipe que pour l'interpolation fra
tale :on veut fabriquer une nappe et non un esemble 3D quel
onque.� Hypothèses restri
tives pour simpli�er le problème inverse.
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Compression IFS : prin
ipe

Codage : résolution du problème inverse simpli�é.Code : paramètres de dé�nition des fon
tions des IFS.Dé
odage : 
al
ul de l'attra
teur par itérations à partir de n'importe quelle image de départ.

∀K A = lim
n→∞

W n(K)

36



Compression d'images à l'aide de PIFS

On 
her
he un IFS 3D simplifé : z = niveaux de gris.� wi(x, y, z) = (vi(x, y), ti(z)), ave
 vi et ti des fon
tions a�nes.� La part géometrique, vi, est lo
alisée (PIFS) :

vi : Di → Ri, les �ranges� Ri et les �domains� Di sont 
arrés en général.37

PIFS = IFS partitionnés
wi





x

y

z



 =





ai bi 0

ci di 0

0 0 si









x

y

z



+





ei

fi

oi





wi restreint à Di ⊂ I wi(Di) = Ri

Pour avoir une image à 
haque itération de l'opérateur de Hut
hinson W , on doit avoir :

⋃

Ri = I et ∀i 6= j, Ri

⋂

Rj = ∅

38

Résolution du problème inverse pour les PIFS

Pour 
haque 
ouple (Di, Ri) on peut 
al
uler les paramètres de la transformation a�ne :� par 
al
ul géométrique pour vi (
ad ai, bi, ci, di, ei, fi),� par minimisation de l'erreur aux moindres 
arrés pour la transformation sur les niveauxde gris :

(si, oi) = argmin{
∑

(x,y)∈Dj

(sI(x, y) + o − I [wj(x, y)])2}

Il reste a trouver les 
ouples (Di, Ri) tels que les {Ri} forment une partition de l'image.C'est une optimisation 
ombinatoire, on minimise :
Err(Di, Ri) =

∑

(x,y)∈Dj

(siI(x, y) + oi − I [wj(x, y)])2

39

Stratégies de partitionnements

Partitionnement uniforme régulier :les Ri sont 4 fois plus petits que les di.Partitonnement HV :les Ri et les Di sont des re
tanglesPartitionnement en triangles(Delaunay)
40



Prin
ipe des partitionnements de type quadtree

� Pour 
haque Ri, on 
her
he un domaine Di plus grand, et un ti qui transforme 
orre
te-ment les niveaux de gris de Di en 
eux de Ri (erreur aux moindres 
arrés).

� S'il n'existe pas de Di remplissant les 
onditions, Ri est divisé en blo
s plus petits, et lare
her
he se poursuit.

41

Partitionnements en quadtree

Quadtree
Triangulaire

Re
tangulaire HV
Polygonal42

Améliorations

• Pré-
lassi�
ation des blo
s : suivant le type de Ri (
ontour régulier, 
ontour irrégulier,texture, uniforme), on re
her
he des blo
s Di de même type.

•Utilisation de transformations en niveaux de gris non linéaires : le 
al
ul lo
al se 
omplique.
• Combinaison linéaire des informations provenant de plusieurs blo
s.
• Hybridation ave
 une DCT ou une transformée en ondelettes.43

La dé
ompression est extrêmement rapide

Appli
ations su

essives de la tranformation W à partir de n'importe quelle image.

44



Dé
ompression

Méthode de Ja
quin (partition 
arrée)

Partition en triangles

45

Le �
hier 
omprimé

Le �
hier 
omprimé est un 
odage de l'IFS, il 
ontient :

� la partition Ri,� les Di 
orrespondants (indéxés),� les paramètres ti (deux valeurs réelles).

En outre des pre- (�ltrages) et post-traitements (
ompression de �
hier) permettent deréduire la taille des �
hiers 
omprimés.

46

Comparaisons SNR ave
 d'autres méthodes de 
ompression

A Comparison of Fra
tal Methods with DCT and Wavelets, Fisher et al, SPIE 2304, 1994.
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Comparaisons visuelle, taux de 
ompression ≃ 58
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Zoom fra
talZoom fra
tal Zoom ImageMagi
k

×2

×4

×16
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Watermarking - prin
ipe

But : identi�er le propriétaire de données numériques.Pour les images, la marque doit être :

• non lo
alisée (
ara
tère holographique),

• indé
elable visuellement,

• robuste :� à la 
ompression/dé
ompression,� à la transmission,� aux distorsions géométriques (intentionnelles ou non),� aux bruits et �ltrages,� aux attaques frauduleuses.

51

Vo
abulaire

Watermarking : le fait d'atta
her une marque aux donnés, 
orrespondant à l'identité dupropriétaire des droits d'auteurs.Authtenti�
ation ou signature digitale : faire la preuve que le message reçu parvient biend'un 
ertain expéditeur (fon
tions de ha
hage).Fingerprinting : le fait de laisser une empreinte à 
haque fois que les données sont lues oudé
odées (suivi d'images, déte
tion de piratage).Stéganographie : l'art de 
a
her des messages (en général le message porteur est 
onstruiten fon
tion du message 
a
hé).

52



S
héma des données marquées

avec
Compression

perte

Distorsions
geometriques

Filtrages et
traitements

divers

Conversions
N/A et A/N

Image ou signal marque

Image ou signal marque et distordu

Distorsions ou attaques classiques

Transmission

Transmission
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Evaluation des te
hniques de watermarking
• Robustesse bruit - distorsions
ompression/dé
ompressiontransformations géométriques
• Indé
elabilité à l'oeuilpar traitement numérique
• aspe
t holographique marque non lo
aliséeutilisation d'une partie seulement de l'image

• Authenti�
ation 
ertitude de présen
e ou d'absen
e de marque.

• Résistan
e aux fraudes marquages multiples,maques ambigües,destru
tion de la marque,
ollisions (ave
 plusieurs images marquées di�éremment).

54

Deux grandes familles de méthodes

• Les méthodes spatiales : tags, pat
hworks.

→ Faiblesses vis-à-vis des transformations géométriques et aux �ltrages
• Les méthodes fréquen
ielles : la marque est insérée sur la tranformée(Fourier, Ondelettes, DCT).

→ Une meilleure robustesse
frequence

en
Transformee Insertion

de la
marque

Transformee
inverse

Image
X(i,j)

Image marquee
X’(i,j)

Marque
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Watermarking à base de 
ompression fra
tale

Algorithme de marquage :

• L'image est divisée en blo
s de taille �xée, Ri de taille n × n.

• Les Di sont de taille 2n × 2n.

• Le 
odage fra
tal 
lassique assio
ie à 
haque Ri le Dj qui minimise Err(Ri, Dj).

• Pour 
haque Ri la re
her
he du Dj est restreinte à un voisinage donné :

������
������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

Ri

Di

V
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In
lusion de la marque

Soit S = {s0, ....s31} une marque de 32 bits, in
luse ave
 une redondan
e U .Pour 
haque bit sk de la marque, on 
hoisit aléatoirement U blo
s Ri,le 
hoix se fait par une méthode 
onnue seulement par l'utilisateur (
lé se
rète).Le voisinage lo
al V est divisé en deux sous domaines V0 et V1, tels que V0

⋃

V1 = V .
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• si sk = 0 Dj est re
her
hé dans V0,

• si sk = 1 Dj est re
her
hé dans V1,

• pour les autres blo
s, Dj est re
her
hé dans V .

L'image marquée est alors l'attra
teur de 
et IFS. → Elle di�ère de l'image originale.
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Authenti�
ation
• On a

ède aux Ri donnés par l'utilisateur.
• Suivant la région dans laquelle on trouve l'anté
édent des Ri, on peut re
onstituer lasignature S.

sk est estimé à 0 ou 1 en fon
tion du nombre de blo
s redondants identiques(utilisation d'un seuil).58

Robustesse

Tests ave
 des blo
s de taille n = 4 et redondan
e U = 50 ou n = 8 et U = 25.Signature de 32 bits sur Lena 256 × 256.

→ Robustesse à une 
ompression/dé
ompression JPEG (erreur jusqu'à 50%) + �ltragepasse-bas (blurring 3 × 3) : les 32 bits de la marque sont 
orre
tement retrouvés(résultats un peu meilleurs pour n = 8).Mais la méthode ne résiste pas à des transformations géométriques (perte des blo
s).Amélioration en employant un partitionnement triangulaire an
ré sur des points d'intérêt.
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