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Objets Mathématiques trés complexes

Objets esthétiques




Modéles de formes naturelles Fonctions de Weierstrass-Mandelbrot : continues et nulle art dérivables!

+00
WMy p(t)= > A sin(\1), ou A>1 et Helo, 1

k=—00

Fonctions de Weierstrass de dimension fractale (=2-H) 1.5 &.7

Objets fractals : définition ? Courbe de Von Koch

Objets de curiosité pour les mathématiciens de la fin du XIXéra (Cantor, Peano) Eo

Notion rendue célébre par Benoit Mandelbrot dans les anné€eg0.

”

“Un objet fractal est un objet qui présente des irrégularités a toutes les échelles

NV NI
T

E.
Une structure fractale est’la “méme” de prés comme de loin. ’
géométrique, — L(Ey) = 3U(Er—1) = (3)F1(Ey) — o0
R o statistique
» = similitude ’ P o
la méme via des transformations, Caractéristiques : — self similarité de rapport %
etc ...

— fonction nulle part dérivable
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Courbe de Peano

Ey . .
Caractéristiques :
By
—L(Ey) =1
- L(E) =3
- L(Ez) = 9
Es — Dense dans un carré.

Mesurer la longueur de la cbte de Bretagne

— lére méthode on utilise un compas d’ouverturem :
L(m)mﬂﬂ — 0

— 2éme méthode on recouvre la cote par des cercles de rayon .. Méme difficulté.

La notion de dimension fractale (=dimension non entiére) penet de caractériser ces courbes.

ot

Triangle de Sierpinski

Ey

E,

Ey

E

—S(Ey) = $S(Br1) = (DHI(E) — 0
Caractéristiques : — self similarité de rapport 1

— intérieur vide.

Notion de dimension fractale

Intuition : pour mesurer la dimension d’un objet on effectue un pavage ac des pavés de me

pu(e) = €’
On chercheDg.
Pour une dimension arbitraire D :
M(D) = NéP N = nombre de pavés
—-siD < Dg M(D) — oo pour € — 0
—-siD > Dg M(D)— 0 poure—0
- loglps(e)]
Dg = L
P =m0 o0 /e)

Si Dy n'est pas entier, on parle de “forme fractale.”
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Exemple : un carré de cotéL

Nombre de pavés de c6té nécessaires pour le recouvrir (L /¢)?

M = NeP = [2eP2

=D=2 et M=1L"

FRACTALES DETERMINISTES

ENSEMBLE DE CANTOR TRIADIQUE

D = 192 — (,6300...

Tog3

ensemble fermé qui ne contient pas d'intervalles
et dont chacun des points est un point d’accumulatior

N

TAMIS DE SIERPINSKI

4

_log3 _ 1 rer
D= Tog2 = 1.585...

ensemble d'intérieur vide

T

91

FRACTALES DETERMINISTES : Construction itérative

état initial

générateur

division T | |
Y \ \

ENSEMBLE DE CANTOR TRIADIQUE

TAMIS DE SIERPINS

Rapport déchelle =\ = rapport des tailles pour 2 résolutions successives.

3

Rapport de masse 53 = proportion de masse conservee.
9

3

|

Fractales auto-affines : rapports d’échelle différents en: ety

% + Lx/4

# p=2/3 # p=3/4

D=Ln12/Ln4

D=Ln8/Ln4

Ly

\ Lx/3

Bl

: E Ly/z

¢ p=2/3

"

D=Ln6/Ln3




Calcul de la dimension fractale pour les fractales détermirstes géométriques

rapport d’échelle A
logB
D[, = D[ + i
rapport de masseg log\

dimension topologique de I'espacé);

LT

Ensemble de Cantor :

log(2/3)  log2
Dy — 14 109C/3) _ log:
log3 log3

Triangle de Sierpinski :

log(3/4) _ log3

Dr =2 -
F * log2 log2

Fractale homogeéne : les rapports de masse et d'échelle sofitistement conservés

Generateurs
Initiateur

Rapport de masse
B=3/4

6T

8T
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FRACTALES STATISTIQUES GEOMETRIQUES

Construction itérative :

Plusieurs configurations sont possibles pour le générateur

La configuration est choisie par tirage aléatoire a chaque épe.

Les cascades multiplicatives

Un segment “parent” peut créer \ “enfants” (\ est le rapport d’échelle).

Chaque segment “enfant”i est gardé avec une probabilit&;.

Exemple pour A =4:

(p1, D2, p3, 1) =

(1,1,1,0)  (1,0.75,0.75,0.5)  (1,0.5,0.5,0.25)
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Les cascades multiplicatives de typg Utiliser I'analyse fractale

Proba (on garde lei”* segment ) =6
— en physique, en chimie,
— en traitement du signal, des images.
Nombre de survivants a I'étape suivante :

On analyse les phénomenes complexes en essayant de trouesgluantités pertinentesqui pos

<N >=X8 une propriété d’invariance d’échelle généralisée.
Le rapport de masse est statistiquement conserve. Une grandeur ¢, fonction de la résolutione possede une invariance déchelle généralisée si
. f6 :Gf’/f[fe]
Sig=x"°
log < N >
Dp = =1—c¢
F logA
Exemple : longueur d’'une courbe fractale Analyse fractale : le principe
Longueur d'une courbe fractale de dimensionD mesurée a la résolutionepsilon : — Identifier les variables qui suivent une loi d’échelle.
_ 7 A-D . . . .
Lf= Loe — Donner une expression de I'opérateur d'invariances.
¢ 6/ 1-Dre sz z P z
LY =(=)""L De nombreuses propriétés découlent du comportement d’invaance d’échelle.

€

Exemple : dans un amas de percolation, les modes de vibration sont ldegés suivant une loi ¢
Ici, l'opérateur G est trés simple. peut déduire deD.
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Quelques domaines d’application

. ercolation
— Physique : p ' )
ysiq fractures de matériaux.
—_ Prédiction : finance (pricing d’options),

trafic routier.

segmentation d’'images,
synthése vocale.

4

— Traitement du signal :

M

lambda / 4  space

screen

layers top| view

crédits photos Michel Lapidus

d-recouvrement

Soit F' un sous-ensemble d&”, et s un réel positif ou nul.

Soit § un réel positif. Un §-recouvrementde F' est un ensemble dénombrable d’ensembl€§ de dia-

o0
metre inférieur ou égal ad tel que F € U
=1
On définit :
00
H;(F) =inf{ Y |Ui[*, {U;} est uns-recouvrement deF
1=1

C’est-a-dire qu'on regarde tous lesj-recouvrements deF’, et on cherche a minimiser la somme des
puissances-ieme des diametres.

NOTIONS DE DIMENSION

Mesure de Hausdorff

5,00 § <8 = Hy(F)> H;(F)

Quand § décrott, la classe des recouvrements admissibles diminwat,donc I'infimum augment
précisémentH;(F') est une fonction non croissante dé, elle a donc une limite end =0 :

HY(F) = sl ) Hj(F)

Cette limite existe, pour tout sous-ensemblé&’ de R”, dansIR* U {+o0}.

H*(F) est appelé la mesure de Haussdorff-dimensionnelle deF'.
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Exemple 1

DansR", F = {a1, as, ..., aj}.
Quelle est la mesure de Hausdorff de dimension 0 d’un ensenwbtliscret ?
HY(F)?

On prend un recouvrement particulier : U; = {centré ena;, de rayon %}

Hj(F) = inf{..} <Y |UI* = k&

2
. —H(F)=0sis>0
Quandd — 0: —HYF)<ksis=0
Réciproquement, il faut toujours au moins & intervalles pour recouvrir F' a partir du moment ou
d <inf{d(a;,a;)}, doncH}(F) > k

= H'(F)=k

Propriété d'échelle de la mesure de Hausdorff

FCR", A>0 H*(\F) = N*H*(F)

AN ={\z,z € F}

— Soit{U;} un é-recouvrement deF’, alors {\U;} un Aj-recouvrement deXF’
VoS AU S XD U = Hi(AF) < XH(F)
§—0, H°(\F)<XNHF)
— Le méme raisonnement pour1/AU;} conduit & I'autre inégalité, d’ou le résultat.

0g

€

Exemple 2

F=lab eR
Quelle est la mesure de Hausdorff de dimension 1 d’un inteniée ?
H([a,b])?

On considére le recouvrement pam intervalles, n < ”*T” pourb>a:
—U;=la+ (i —1)d,a+id] de taille 9,
—U,=[a+ (n—1),0b] detaille < ¢

Alors |U;|* < né* < (b—a)d* .

. —H(F)=0sis>1

M —HI(F)S(b*a)SiS:l

Réciproquement, pourd = |b — al, F est son propred-recouvrement.

Pourtout &' < [b—al, HL(F)> (b—a). Donc, quandy’ — 0 HYF) > (b—a)

= HY(F)=|b—d

Propriétés des ensembles transformés

Soit I c R".

Sif: F — R", estHoldérienne, c’est-a-dire3C, o telque: Y(z,y) |f(z)— f(y)| < Clz —y|

alors H*/*(f(F)) < C*/"H*(F)

— en particulier, sia = 1, c’est-a-dire si f estLipschitzienne:

alors H(f(F)) < C°H(F)

— Side plus C=1,f est uneisométrie:

alors H(f(F)) = H(F)

Conservation de la mesure de Hausdorff par transformation r une isométrie.
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Démonstration pour une fonction Holdérienne

Soit F C R".
Sif: F — R", estHoldérienne, c'est-a-dire3C, a telque: V(z,y) |f(z)— f(y)| < Clz —y|*

Soit{U;} un é-recouvrement deF’, alors { f(U;) } un C'9*-recouvrement def(F') :

Yl <y ol
-1 i—1

infimum = Hego(f(F)) < COH(F)
a>0 ‘ o
50 = H'(f(F)) < C°H*(F)

Dimension de Hausdorff

H*(F) adonc I'allure suivante :

9¢

dimyF

C'est-a-dire qu'il y a une valeur critique s telle que pourt < s, H'(F) = oo, et pourt > s, H'(F) = 0.

Cette valeur critique est appelée dimension de HaussdorffelF'.

Comportement de la mesure de Hausdorff vis & vis de la dimensn s

o0
H3(F)=infq > |Ui]",{U;} 6 — recouvrement deF
=1

Pour ¢ < 1, H; est unefonction non croissante des, de méme pourf” :

s'<s86<1=|U|<1 = U] < |U;|° donc H}(F)< H{(F)

Soitt > s

donc: HY(F) < 8" H(F)

Z |U,“t < 51‘—52 ‘U1‘e
7 )

— SiH*(F) < oo, alors HY(F) = 0 pour ¢ > s,
—SiH!(F) < oo, alors H*(F) = co

Mesure de Hausdorff

dimy F' = inf{s|H*(F) = 0} = sup{s|H*(F) = oo}

= oo Si s <dimyF

donc: .
0 si s>dimyF

pour s = dimy F', H*(F') peut valoir 0, oo ou une valeur finie.

Sis aune valeur finie, F' est uns-ensemble les “objets usuels” sont des;-ensembles.

Exemple : I = disque unité danslR®.
H'(F) =
HYF) =
H(F) =

Ainsi  dimy(F) = 2.

aire de I

/
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Propriétés de la dimension de Haussdorff

1. sil" < R" estouvert, alorsdimy F' =n
(car F contient une boule de volume:-dimensionnel non nul).

2. si F' est unevariété différentiable de dimensionm, dimg F = m.
3.siFE < F,dimy E < dimy F

4. SoitFy, ... F;...un ensemble dénombrable de sous-ensemblesHé, alors :

00
dimpg U I = sup  (dimy F})
5. Si F estdénombrable, dimy F = 0.
Propriété 5

Fi = {x;} HYF)=1 = dimgF; =0

E = {Ih ey Ly } = U E

D'aprés 4 :

dimyF = sup dimyF; =0

8¢

Propriété 4

00
dimy U F > sup  (dimpy Fy) Vk (F) C U F)

00
= dim g U F; > sup  (dimg F})
21 1<i<oo

Soits > dimyF;, Vi (on se place au dessus de la valeur de coupure) = H(F) =

o0
= " U F) < Z H(F) =0 (on se trouve donc aussi au dessus de la valeur de
=1

2

00
= dim g U LI
i=1

IN
w

IN

sup  (dimy F)
1<i< o0

Dimensions des ensembles transformés

— Si f est HOIdérienne .
dimu[f(F)| < ~dimy(F)
o

— Sif est Lipschitzienne(a = 1)
dimp[f(F)] < dimu(F)

— Sif est bi-Lipschitzienne
dlm[][f(F)] = dzmH(F)

Pour deux ensembles de dimensions différentes, il n'exisfgs de transformation bi-Lipschif
pour passer de I'un a l'autre.
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Démonstration

Mesure de Hausdorff — H*°[f(F)] < ¢/*H*(F)

s>dimgF = H*(F)=0
HY[f(F)] =0 > est au dessus de la valeur de coupure
o

dimp[f(F)] < -

S
«

1
dimy[f(F)] < —dimy(F)
a

Ensemble de Cantor triadique

I By = 0.1
I I B= [og|u]
T T B= 2o

—_
[

Ol Wl
Wl =

— E, contient 2" intervalles de longueurs3—*.

— E est composé d’une infinité non dénombrable de points.

-V € E,¥Ye>0,B.(x) contient une infinité de points deF.

Ensemble de Cantor triadique

Variante bidimensionnelle de I'ensemble de Cantor

Caractérisation de E a l'aide de la décomposition en base 3 :
rE€LByx=a3" 4+ a3 +a3 4+ ...

reFE :a;=00u2

r € Fy:ay=00u2etas=00u2

etc...

E = points dont le développement en base 3 ne contient pas 1.

Ey Ey E,

A chaque étape, on coupe chaque carré en 16 sous-carrés, donten conserve 4, comme illu:

Alors 1< HY(F)<+2 etdonc: dimyF =1
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Démonstration

1. On couvre E par 4* carrés de taille 4 donc ded = 47%1/2 a I'étape E,
alors H%(E) < 4h5 < 4h4h2

Quand k — 00,8 — 0 donc [T'(E) < /2

2. Soitp la projection de E sur I'axe desz.

Ona:|p(z) —ply)| < |z —1y| = p est Lipschitzienne.

Or:
p(E) = [0,1]
1= £0,1 = H'0,1]
= H'(p(E)) < H'(E)
Démonstration
E se divise en 2 parties E,C[0.4],Er C [3.1]

. . R . 1
E, et E sont identiques aF, avec 1 facteur d’échelle de§. De plus :

E=FE,UEFEpg et ELQER#(D

Donc:

s

Vs, H(E) = H*(Ey) + H*(Ep) = (%) HY(E)+ (%) H(E)

1 1
parce queE; = §E7 Ep= gE.

Si HimnE) estfinie, alors 1 =2(3)" = s =log2/log3

(La démonstration que H4m1(E) est finie est omise)

o9

Ensemble de Cantor triadique

Alors  dimy E = 222

Une autre dimension fractale : la dimension de boites

Soit ' < IR" borné non vide.

Soit Ns(F') le nombre minimum d’ensembles de diamétres- 6 pouvant couvrir F.

. S - log Ns(F
La dimension inférieure de boitesest : dimpF = —lim log No(F)
=0 logd
. . - N — — Ns(F
La dimension supérieure de boiteest : dimgF = ilir(r)l %
6— og
o, log Ns(F)
Si ces 2 limites sont égalesa dimension de boite®st : dimp(F) = —lim —~~—
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Rappel

i f(r) = limy (sup{f(2),0 <z < 7))

v f,limf etlimf existent dansiR U {—o0, +00}.

lim f -

z—0

;
lim f

Si lim f= lim falors lim f existe.
T z—0 x—0

Définitions équivalentes

On a en fait les équivalences suivantes :

. —log Ny(F)
dimgp = —lim ——= - -
5—0  logd —0  logé

ou Ns(F) est:

— Le + petit nombre de boules fermées de rayon qui couvrent F'.

— Le + petit nombre de cubes de tailleé qui couvrent F'.

— Le nombre de cubes de taillé qui intersectent F'.

— Le + petit nombre d’ensembles de diametre< § qui couvrent F.

— Le + grand nombre de boules disjointes de rayon qui ont leur centre sur F'.

Définitions équivalentes

Soit les hypercubes linéaires de taillg (i.e. définis sur une grille) :

(46, (1 + 1)8] X . .. X [mad, (my + 1)d]

On peut se restreindre a ces recouvrements, c’est-a-dire :
log Nj(F')

0s

dimp(F) = —lim =%
dimp(F) = —lm Ohloub(g :

avecNj(F') = nombre d’hypercubes de tailled qui intersectent F.

Ensemblej-parallele

I est 'ensemble des points qui se trouvent a une distance maxale § de F :

A5 ={a/lx —y| <4 pour y € A}

s

— log Vol"(Fj
dimpF = n— lim 0‘9’7(‘)

50 logd
- log Vol"(Fj
dimgF = n — %7_())

0—0 log d
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Exemple : ensemble de Cantor

dimpF = dimgF = log2/log 3

Démonstration :
On recouvre Ej, par 2" intervalle de taille 37,
Ns(F) <2F si 37F < § < 37F+!

— — log N5(F) — log2F log2
dimgF = —lim ———= < lim ———— = -
=0 logd k—o0 log 3F=1 log 3

D’autre part, tout intervalle de longueur 4, 37! < § < 37*, intersecte au plus un des intervalles de
longueur 37* de F.
Ily a 2" tels intervalles, donc il faut au moins2* intervalles de longueurs pour couvrir F.

Donc : N3(F) > 28 = dimp(F) > log2/ log 3.

dimp etdimp différent

Si I est dense dans un ouvert d&”, alorsdimp ' = n
En particulier F =QnN[0,1]:

commeF = [0,1],ona

dimg F =1
dimyg FF=0

95

Comportements aux “fontieres” des ensembles

Soit F la fermeture de F.

dimpF = dimgF

dimgF = dimgF

Démonstration :

Soit By, ..., By, un ensemble de boules fermées de rayan
k k
Si U B, recouvre F', comme U B, est fermé, il recouvre aussk .

1—1 k=1

Donc le plus petit nombre de boules de rayoid qui recouvrent F' est suffisant pour recouvrir 7

CALCUL PRATIQUE DES DIMENSIONS
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Méthodes des boites

On recouvre le plan par une grille de pasz, € grand.
On compte le nombre de cased/ (=) qui intersectent la courbe.
Puis, on utilise une grille de résolution moitié, et on recalule N = N(%).

... Et ainsi de suite jusqu’a la résolution du pixel.

Si la courbe est fractale, le graphe de LogV(¢)) en fonction de Log%) est une droite de penteD.

Méthodes des variations

C’est un raffinement de la méthode précédente.

On appelles oscillation d’une fonction f de C°[0, 1] la quantité :

Vix)= sup f(z')— inf  f(2))

r—e<a/<a+te r—e<a/<uz+te
L' e-variation est définie par :

Ve, f) :/0 v-(x)dx

D estla pente deflog £, log(5V (e, f))).

85

Méthodes des couvertures

On poseU(z,0) = L(z,0) = f(x)

Et on définit récursivementU et L par :
U(zr,e+1) = max(U(x,e)+1, max
r—1<a'<az+

L(z,e+1) = min(L(z,e) —1, min

r—1<a’/<x+1

La couverture est la région comprise entrel/ et L, de surfaceS(e).

S(e)
2

Cette fois, on s’intéresse au rapport(c) =

D est encore la pente de Lofj versus Log}).

Méthode morphologique

Elle fonctionne sur le méme principe que la méthode des courtares, mais au lieu d'utiliser |
on définit la surface par des dilatations successives de lawtbe.




19

€9

Méthode spectrale

Quand la fractale peut étre assimilée a un mouvement brownie on montre que sa densité de puis-
sanceS( f) est proportionnelle &

1
2D+l

Systemes dynamiques

Ce sont des phénomenes qui évoluent avec le temps.
Exemple : en météorologie, en économie, en génétique des plgions, en finance, sur internet, ...

Il est parfois trés difficile de faire des prévision sur ces sstémes. On a affaire & desomportements
chaotiques méme pour des modeles tres simples.

L'accumulation d’erreurs d’estimation ou de calcul rendent ces systémes trés sensibles aux conditions
intiales :

— conditions initialesz, — un comportement donné.

— conditions intialesz + ¢ — un comportement totalement différent.

29

ENSEMBLES DE JULIA ET DE MANDELBROT

] v N

Pierre Fatou (1878-1929 Gaston Julia (1893-1978) Benoitandelbrot (19

Comportements chaotiques, lien avec la géométrie fractale

Certains systemes simples peuvent étre modélisés comme woite d'états :

Zo, T1 = f(TO)v v s Tyl = ,f(a;71)7

On définit I'orbite d’un point z, par 'ensemble des points de la suite précédente.

Orbite stable : si on change légerement, enxz, + ¢, I'orbite résultante se comporte de fagon *
re” a celle dexy.

Les orbites instablescorrespondent a des comportements chaotiques.
Trés souvent I'ensemble des, ayant une orbite instable correspond & un ensemble fractal.

On peut ainsi définir des ensembles fractals & I'aide de systées dynamiques.
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Systémes dynamiques complexes

Représentation des points du plan par leur coordonnées congxes :

z =x+iy €C
ouz = p(cost + isinf)

99

fz) =2+

fx,y) = (22 — > + o, 20y + ¢y) pour ¢ = c; +icy

L'ensemble de Julia associé & est 'ensemble des états initaux, = x, + iy, pour lesquels le systéme
est instable (= ensemble chaotique).

Exemples

Calcul de I'ensemble de Julia

Méthode directe : BSM = Boundary Scanning Method

Principe : Pour chaque point de I'image, on simule I'orbite associée swn certain nombre ¢
tions. Si I'orbite s’échappe de I'image, le point reste blan, sinon il est coloré en noir.

L'ensemble de Julia est le contour des zones noires.

— Domaine :|z| et |y| < 2,
Exemple : — 30 itérations du systéme,
—si|f"(x +iy)| > 3 le point est blanc, noir sinon.

Les couleurs sont données par la vitesse de “divergence” dysteme, mesurée par exemple pa
iy)|, ou par le numéro d'itération auquel le systeme séchappe.

Exemples
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Ensemble des Julia généralisés

On peut construire des ensembles de Julia a partir d’autresdnctions complexes :

— quotients de polynémes : “rational maps,”

- e?
. _ 1/ iz —iz
—Asinz = Ag: (e — ™)

— Acosz = A(e” +¢77)

— fonctions transcendentales :

Zpi1 = Csin(z,),C =1+0.1¢ vt = 2 — P2n) [Pz, P(2) = 51

Fractale de Newton :

Ensemble de Mandelbrot

Si on considére I'ensemble de Julia obtenu par BSMi .., on peut distinguer 2 cas :
— K. esten un morceau (complétement connecté),
— K, est constitué d’'une infinité de points (~ ensemble de Cantor).

Benoit Mandelbrot a défini 'ensemble fractal M = {c¢ € C'K, est complétement connecté

Zoom sur une frontiere de M

Ensemble de Mandelbrot

0L

L

Exemples

Construction de I'ensemble de Mandelbrot

On démontre que I'ensemble de Mandelbrot se définit aussi par

M={ceCtqceK}={ceCtq (0,0) e K.}

Sil'orbite 2y = ¢, 2 = ¢ +c, ... (ou de fagon équivalentexy = 0, 2z = ¢, 2 = +c,...) est
alorsc e M.

Les méthodes de calcul de 'ensemble de Mandelbrot son sirites a celles des ensembles d
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L'ensemble de Mandelbrot “résume” tous les ensembles de Jal
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Autres ensembles de Mandelbrot

Ensemble de Mandelbrot avec un polynéme de degré 4:* + ¢
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Les mathématiciens étudient différentes caractéristiguede I'ensemble de Mandelbro

Series A: Formations on
the Mandelbrot Set Needle

All images in this series are before the first
mini-brot. From I-axis -1.80 to -2 and R-axis 0t0 0.4
1-30 = on the symmetry axis

31-60 = off the symmelry axis

Zoom sur I'ensemble de Mandelbrot
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Zoom sur I'ensemble de Mandelbrot




