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THÉORIE DES AEs

Questions � Convergen
e.� Fon
tions �dé
eptives.�� Choix et ajustement des paramètres.� Représentation/Codage.

Deux grandes appro
hes � Théorie des S
hémas (Holland, 1975)� Modélisation Markovienne (depuis 1987)
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THÉORIE DES SCHÉMAS

Intuition : les similarités entre 
odes guident la re
her
he.Notion de s
héma : le s
héma #001 représente le sous ensemble : {0001, 1001}

# # #  0 0 1 #  1 #  0 # # #

longueur de 
définition = 7

� Nombre d'allèles �xés : O(H)� Longueur de dé�nition : δ(H)

LE THEORÈME DES SCHÉMAS, pour des populations de taille in�nie. : (Holland, 1975)

E(m(H, t + 1)) ≥ m(H, t)
f(H)

f̄
[1 − pc

δ(H)

l − 1
−O(H)pm]
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NOTION DE DÉCEPTIVITÉ

Building blo
ks = �bons� s
hémas ayant des O(H) et des δ(H) faibles.� AG-fa
ile : l'optimum global de f appartient à l'interse
tion des building blo
ks.� AG-di�
ile : l'interse
tion des building blo
ks est toujours un optimum lo
al.� Dé
eptivité statique (Goldberg 89) : attra
tion de l'AG vers les optima d'une fon
tion f ′ :

f ′(i) = E(f(i′)) où i′ peut être atteint à partir de i par mutation et 
roisement.Si l'optimum global de f ′ et de f di�èrent la fon
tion est dé
eptive.
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MODÉLISATION MARKOVIENNE

Le passage d'une génération à la suivante peut être 
onsidéré 
omme un pro
essus sto
has-tique dans un espa
e d'états �ni. −→ Chaîne de Markov� Goldberg et Segrest, 1987 : � Chromosomes de longueur 1� Population de taille �nie
==> dérive génétique� Horn, 1993 : � Ni
hes é
ologiques� Davis et Prin
ipe, 1991 : � 
hromosomes de longueur > 1

==> dé
roissan
e de la probabilité de mutation� Nix et Vose, 1992 : � la population 
roît pendant l'évolution� Cerf, 1993.
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Les résultats sur la 
onvergen
e

Convergen
e �dans le 
as le pire� :Résultats globaux (simples).� Théorie des S
hémas,� Modélisations Markoviennes,� �The geneti
 algorithm fra
tal�(Juliany & Vose).

||||||||||||||||||
Fitness 
ontr�lé :Les résultats sont plus pré
is grâ
e à deshypothèses restri
tives sur la fon
tion de�tness :� NK Lands
apes,� Stratégies d'évolution sur des modèles desphères,� Analyse de régularité fra
tale.
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Paysages irréguliers et fra
tals

L'irrégularité est une sour
e de di�
ultés pour les AEs

� Existe-t'il un lien entre irrégularité et performan
e des AEs ?� Comment rendre les AEs plus e�
a
es sur des paysages de �tness irréguliers ?
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Cara
térisation uniforme de la régularité de la fon
tion de �tness

Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espa
es métriques.

F : X → Y est une fon
tion Höldérienne d'exposant h ≥ 0si ∀x, y ∈ X tel que dX(x, y) < 1 dY (F (x), F (y)) ≤ k.dX(x, y)hpour une 
onstante k > 0.

� Si F est Höldérienne d'exposant h, elle est Höldérienne d'exposant h′ pour tout h′ ∈ (0, h].� Une fon
tion A Höldérienne est toujours 
ontinue, mais non né
essairement di�éren-tiable.
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Fon
tions de Weierstrass
Wb,s(x) =

∞
∑

i=1

bih sin(bix) ave
 b > 2 et 0 < h < 1

Dimension s = 1.5 (Hölder h = 0.5) Dimension s = 1.7 (Hölder h = 0.3)
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Fon
tion + topologie génétique = �tness lands
ape

La mesure de régularité dépend de la métrique dé�nie sur l'espa
e de re
her
he.

Pour les AEs : l'irrégularité apparente dépend de la topologie �génétique.�

→ Le design des opérateurs génétiques est extrêmement important.10



L'algorithme génétique 
anonique

Fon
tion de �tness : f : Ωl = {0, 1}l → IR
+� Séle
tion proportionnelle :

P (i) =
f(i)

∑N
j=1 f(j)� Crossover à un point ave
 probabilité pc sur un 
ouple d'individus :

Cross point

Parents Offsprings

� Mutation ave
 une probabilité �xée faible, pm.
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Mesure de di�
ulté pour un paysage de �tness

� Stati
 de
eption (Goldberg 89) : L'AG est attiré vers les optima de f ′ :
f ′(i) = E(f(i′))où i′ est atteint a partir de i par une mutation ou un 
rossover.Si l'optimum global de f ′ et de f di�èrent, la fon
tion est �trompeuse� (≃ AG-di�
ile)

f ′ peut être 
al
ulée à partir de f , pm et pc grâ
e à une dé
omposition sur une base deWalsh.12



Fitness ajusté pour les fon
tion de Weierstrass
weierstrass1.2
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Fitness ajusté et taux de progrès
∆f = |f(x) − f ′(x)| = |f(x) − EV oisins“Genetiques′′(f(x))|

∆f est un gain espéré (� ou perte désespérée !) pour la fon
tion de �tness en une appli
ationdes opérateurs génétiques.

Pour un (1+1)ES sur un espa
e de re
her
he 
ontinu, ∆f est dire
tement lié au taux deprogrès.
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Fon
tions Höldériennes

Si f est l'é
hantillonnage d'une fon
tion Höldérienne F sur [0, 1], d'exposant h et de 
onstante

k :

∀x ∈ {0, 1}l, f(x) = F (
I(x)

2l
)

I(x) ∈ [0, 2l − 1] est l'entier dont la dé
omposition binaire est x

∀x ∈ {0, . . . , 2l − 1} |f(x) − f ′(x)| ≤ k.B(pm, pc, l, h)ave


B(pm, pc, l, h) =
pc

l − 1
2−h

[

2−l(h+1) − 1

2−(h+1)
+

(1 − 2l−h)(2−hl − 1) − l2−hl(1 − 2−h)

(2−h − 1)2

]

+pm

2−h

(2−h − 1)2
[

1 + 2−hl(l2−h − l − 1)
]
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Majoration de ∆f = |f(x) − f ′(x)|

2kB

f

f’

x*  x*1 2

f*

f*

1

2

� B dé
roît selon h.� B 
roît selon pm et pc.� B 
roît selon l pour l petit, atteint unmaximum en lmax, puis dé
roît pour

l > lmax.
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Coe�
ients de régularité bit-à-bit : 
ara
térisation fondée sur la distan
e de Hamming.

Dé�nition : soit f une fon
tion dé�nie sur Ωl :

∀q ∈ {0, . . . , l − 1}, Cq = sup
x∈Ωl

{|f(x) − f(x′
l−q−1)|}ave
 x′

l−q−1 et x di�érents uniquement selon le bit de position (l − q − 1)

Théorème :Soit f une fon
tion dé�nie sur Ωl dont les 
oe�
ients de régularité bit-à-bit sont (Cq)q∈{0,...,l−1}.Alors ∀x ∈ Ωl :

|f(x) − f ′(x)| ≤
pc

l − 1

l−1
∑

q=0

Cq

(

1 + 2q(q − 1)

2q

)

+ pm

l−1
∑

q=0

Cq(q + 1)

17



Régularité lo
ale

Soit α ∈ (0, 1), Ω ⊂ R.

f ∈ Cα
l (Ω) ssi ∃ k : ∀x, y ∈ Ω : |f(x) − f(y)| ≤ k|x − y|α

αl (f, x0, ρ) = sup {α : f ∈ Cα
l (B (x0, ρ))}

L'exposant de Hölder lo
al d'une fon
tion 
ontinue f en x0 est :

αl (f, x0) = lim
ρ→0

αl (f, x0, ρ)
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Expérien
e : in�uen
e de la régularité lo
ale

L performan
e d'un ES est-elle a�e
tée par un 
hangement de régularité lo
ale ?

Fon
tion de Weierstrass généralisée :
GWb,h(x) =

∞
∑

i=1

b−ih(x)sin(bix)with b ≥ 2 and 0 < h(x) < 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−5

0

5

10
Generalized Weierstrass Function

t
 

Si h est di�érentiable, l'exposant de Hölder lo
al de GWb,h est h(x) en tout x.
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Fon
tions-test

Composante lisse + irrégularité normalisée et 
ontr�lée sur [−0.5, 0.5] :
f(x) = 2 − 4x2 − |NWb,h(x)|

1. N(x), 
as favorable : les zones irrégulières on un �tness peu élevé
h(x) = 0.9 si x ∈ [−0.2, 0.2]

h(x) = 0.1 sinon2. U(x), 
as défavorable : les points les plus irréguliers sont au voisinage de l'optimum global

h(x) = 0.1 si x ∈ [−0.2, 0.2]

h(x) = 0.9 sinon
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Fon
tion-test N
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N(x) : le pro�l de régularité �n�
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Fon
tion-test U
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h(x) = --
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U(x) : le pro�l de régularité �u�
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Test : (1+1)ES ave
 mutation uniforme de rayon σ
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m
ea

n 
f* (s

ig
m

a)
h(x)= ((x<-0.2)||(x>+0.2))?0.1:0.9
h(x)= ((x<-0.2)||(x>+0.2))?0.9:0.1

Moyenne des meilleurs �tness au bout de 300 generations d'un (1+1)ES pour U et N enfon
tion de σ.
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Analyse théorique d'un ES à mutation uniforme

Pour une mutation uniforme de rayon σ, f ′ est le �tness espéré sur un disque de rayon σ.

f ′(x) =
1

2σ

∫ x+σ

x−σ

f(t)dt

Comme f est lo
alement Hölder, nous avons pour tout x : ∀t ∈ B(x, σ) |f(x) − f(t)| ≤

Cx|x − t|α(x)

|f(x) − f ′(x)| est don
 majoré en fon
tion de l'exposant de Hölder lo
al α(x).

|f(x) − f ′(x)| ≤
Cxσ

α(x)

α(x) + 1
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Analyse

∆f(x) = |f(x) − f ′(x)| est la variation de �tness espérée dans le voisinage de x.Pour un σ < 1 �xé, elle dé
roît quand α 
roît.Pour des rayons de mutation su�samment petits, les fon
tions plus lisses sont plus fa
ilesà optimiser.

−→ Une mutation dépendant de la lo
alisation σ = σ(x) ?
−→ Réglée pour obtenir un majorant 
onstant sur ∆f(x) tout le long de la traje
toire ?
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Une mutation dépendant de la lo
alisation
Cxσα(x)

α(x)+1
= K, un paramètre dé�ni par l'utilisateur.

σ(x) =

(

K(α(x) + 1)

Cx

)
1

α(x)

Selon la valeur de K
Cx

, le rayon de mutation peut� 
roître ave
 α (quand K
Cx

≤ 0.8),� ou dé
roître ave
 α (quand K
Cx

≥ 1).
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Expérien
es ave
 N et U

Deux (1+1)ES ont été 
omparés :� ave
 mutation de rayon �xé : (ES),� ave
 rayon de mutation adaptatif : (ESadapt).
σ(x) = β

(

K(α(x) + 1)

Cx

)
1

α(x)

Cx et K sont 
onsidérés 
omme 
onstants sur N et U .
β varie de façon à avoir un rayon variable de valeur moyenne 
omparable à la valeur �xée

σ de l'ES.Les statistiques sont faites sur 100 runs pour 
haque jeu de paramètres.
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Re
her
he aléatoire pure
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2

 0  50  100  150  200  250  300

U(x)
N(x)

Résultats moyens (100 runs) d'un algorithme de re
he
he aléatoire pure sur U(x) et N(x),le nombre des évaluations est en abs
isse.
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Pro�ls adaptifs σ(x) pour N et U
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Po�l Sigma pour N(x) Po�l Sigma pour U(x).

−→ Un σ plus large pour les zones les plus irrégulères.
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10 générations d'un (1+1)ES
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Résultats sur N(x). Résultats sur U(x).
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Comparaison de U(x) et N(x), 10 générations
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Estimation des exposants en ligne

La méthode requiert le 
al
ul de α(x) et de la norme Höldérienne Cx en 
haque x ::-( L'é
hantillonnage d'un voisinage a un 
oût 
al
ulatoire.:-) Les évaluations antérieures peuvent être utilisées.:-) Un AE é
hantillonne préférentiellement les régions intéréssantes (optima).Un routine d'estimation de Cx peut être intégrée à un (1 + λ)ES ave
 très peu de de 
al
ulsadditionnels.
Question a
tuelle : Design d'une routine e�
a
e d'estimation de Cx et α(x) en ligne pourles (µ, λ)ES et les (µ + λ)ES.
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Estimation de Cx et de α(x)

E
hantillonnage de f sur un voisinage de taille ε autour de x : f(xi) pour xi = x−i/n, . . . , x+i/n(en pratique, i ≃ 3).Os
illation os
ρ de f sur B(x, ρ) pour ρ = 1/n, . . . , i/n :os
ρ = sup
y∈B(x,ρ)

f(y) − inf
y∈B(x,ρ)

f(y).

Régression aux moindres 
arrés du ve
teur (log(os
ρ))ρ selon (log(ρ))ρ :� α(x) est la pente,� Cx est le point de 
roisement de la droite ave
 l'axe des ordonnées.
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Juliany & Vose �The geneti
 algorithm fra
tal�

Un modèle de système dynamique des AEs fondé sur un théorème des s
hémas ave
 égalité :les populations su

essives peuvent être représentées à l'aide d'une fon
tion G.

A partir d'une population initiale aléatoire x, l'AE produit des populations su

essives :

G(x), G2(x), ..., Gn(x)

⇒ Visualisation des bassins d'attra
tion G∞(x) de 
e système dynamique produit des imagesfra
tales.
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Juliany & Vose �The geneti
 algorithm fra
tal�
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